Introduccion

Maria de Paz y José Ferreirds

El pensamiento geométrico es una de las raices fundamentales de las mate-
mdticas, ademds de constituir un puente clave en su relacién con las demds
ciencias. Las ideas geométricas no dejan nunca de inspirar desarrollos y
soluciones en el terreno matemdtico, ni siquiera en campos aparentemente
muy alejados (como puede ser la combinatoria o la l6gica). Mds atn, en
momentos clave de la historia del pensamiento, la geometria ha liderado
corrientes innovadoras, cuyo impacto acabd alcanzando a multiples ramas
del saber cientifico y filoséfico. Basta pensar en lo que supuso el desarrollo
de la geometria en Grecia y en lo que represent6 la revolucién de las geo-
metrias no euclidianas en el siglo x1x. El primero de esos episodios tuvo
impacto en la astronomia y la mecdnica, pero también en las ideas de Pla-
ton o Aristdteles; el segundo impacté dentro y fuera de las matematicas, en
fisica ciertamente, pero sobre todo en la propia idea de lo que es el conoci-
miento cientifico y el conocimiento matemitico.'

Y, sin embargo, en el tltimo siglo la reflexion filoséfica sobre la geome-
tria ha tenido poca preponderancia. Tras un periodo de grandes ideas y
reflexiones, desde Kant y Gauss en torno a 1800, hasta Poincaré, Hilbert y
Einstein, se produjo un cierto abandono de la filosofia de la geometria,
debido sin duda a la aparicién de otros temas muy interesantes.” En esos
afos, la matemadtica (cada vez mds pura y purista) se separé en cierta medi-
da de las ciencias naturales, y —en paralelo a ello— los problemas del es-

! Diversos capitulos de este libro tratan de dichos episodios.

? Cabe mencionar aqui el nombre de Kurt Gédel, por citar solo uno; los problemas de
fundamentos de las matemdticas, en los afios 1920 y 1930, dejaron a un lado la geometria
para centrarse mds en la légica, los formalismos axiomdticos o la teorfa de conjuntos.
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LA GENESIS DE LA GEOMETRIA

pacio y la geometria quedaron mds bien en manos de filésofos de la fisica.
Todavia hoy se perciben los efectos de esa divisién, que en nuestra opinién
no respeta la riqueza de temas propios de lo que en esencia es la geometria:
el pensar geométrico.

Este volumen aspira, precisamente, a reabrir la discusién sobre la geo-
metria, su génesis y su devenir. Y, sin embargo, no es un texto solo para
expertos, sino que se dirige a un pablico amplio. Hemos tratado de repen-
sar diversos aspectos de lo que fue (y es) la ciencia del espacio y las figuras,
promoviendo una mirada multidisciplinar sobre la cuestién. Hemos que-
rido dirigirnos a un pablico numeroso y diverso, porque estamos conven-
cidos de que son muchas las personas que sienten interés por estas cuestio-
nes. Personas con formacién cientifica, en general, no solo estudiantes y
profesores; matemdticos, claro, pero también cientificos; fildsofos interesa-
dos en el pensamiento cientifico, hombres y mujeres interesados en la his-
toria de las ciencias y en una comprensién mds profunda del pensamiento
cientifico.

Un ENFOQUE MULTIDISCIPLINAR

No se trata de una frase hecha: por las paginas que siguen circulan ideas y
resultados provenientes de campos del saber muy diversos, aunque todos
ellos coordinados desde el dmbito de la historia y la filosofia de las ciencias.
Uno de los elementos caracteristicos de esta obra es que presta especial
atencién a lo que, verdaderamente, cabe llamar los origenes de la geome-
tria.

El pensamiento geométrico estd profundamente enraizado en las capa-
cidades cognitivas humanas, pero su maduracién exigié el desarrollo de
précticas culturales muy especificas. En la primera parte de la obra, «De la
cognicién bésica a la protogeometria», se dan cita las ciencias cognitivas, la
arqueologia, la historia comparada y las reflexiones de grandes cldsicos
como Helmbholtz y Poincaré.

Las cuestiones investigadas incluyen las siguientes: ;cudles son los ele-
mentos cognitivos en que se apoya el conocimiento geométrico?,? ;qué
papel desempenan ingredientes culturales como los disenos, los diagramas,
es decir, elementos simbélicos o semiéticos muy especificos?, ;en qué me-

* Nos referimos aqui a las ciencias cognitivas en general, al estudio de las capacidades
cerebrales de percepcién, actuacién, razonamiento, etc., incluyendo también el papel de
los signos y simbolos en el desempenio cognitivo humano.
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dida la especie humana estd especialmente dotada para el pensamiento es-
pacial?, ;qué rastros pueden encontrarse, ya en la prehistoria, del origen de
conceptos figurales, o de procesos de pensamiento geométricos?

Tres son los firmantes de estos primeros capitulos. Ademds de uno de
los editores, José Ferreirés (Universidad de Sevilla), participa la investiga-
dora del CNRS francés Valeria Giardino (Institut Jean Nicod, Paris) y el
doctor Manuel Garcia Pérez, que es tanto fildsofo como arqueélogo de
formacién. En el Instituto Jean Nicod se entrecruza el estudio de proble-
mas filoséficos con la investigacion en ciencias cognitivas, y Giardino se ha
hecho un lugar de excepcién en la interseccién entre filosofia de las mate-
miticas y estudios cognitivos. Por su parte, Garcia Pérez, recién doctorado
en la Universidad de Sevilla, ha dedicado su investigacién a iluminar el
pensamiento protogeométrico combinando la arqueologia cognitiva con la
historia de las ciencias, y desarrollando un estudio comparado de la infor-
macién de la que disponemos acerca de Mesopotamia, el mundo griego y
el drea china prehistérica y antigua.

Frente a algunos especialistas en ciencias cognitivas que tienen tenden-
cia a naturalizar demasiado la geometria y hablan —con demasiada ale-
gria— de cémo el pensamiento geométrico es natural y casi universal, en
esta primera parte se dibujan conclusiones mds matizadas. Las primeras
formas de geometria no reflejan sin mds una estructura fija de la percep-
cién visual, sino que dependieron del desarrollo de herramientas y técnicas
que, probablemente, han coevolucionado con las capacidades del cerebro
humano. Los humanos nacemos con ciertas capacidades y predisposiciones
cerebrales, que por ejemplo nos permiten reconocer ciertos rasgos invarian-
tes en el medio ambiente (invariancias perceptivas), pero es necesaria la
aparicién de nuevas practicas y la acumulacién cultural de herramientas y
saberes para que se formen conceptos geométricos. Disenos y diagramas
son herramientas para pensar, que ponen en operacién lo que Giardino ha
llamado la imaginacion manipulativa.

Volviendo a la cuestién de la pluralidad de disciplinas que encuentran
reflejo en esta obra, la segunda parte, «Escenas del desarrollo de la geome-
triar, estd dominada por resultados de la historia y la filosoffa de las ciencias.
En los tltimos afnos ha habido una intensa dedicacién al estudio y andlisis de
aquello que hizo posible la robusta prictica de la geometria de Euclides, y se
han logrado algunas clarificaciones fundamentales. Los antiguos griegos no
trabajaban al modo de la matemdtica moderna, pero lograron integrar el re-
curso a diagramas y a razonamientos de una manera extraordinariamente
convincente y rigurosa. Abel Lassalle Casanave (Universidad Federal de Ba-
hia, Brasil) y José Seoane (Universidad de la Republica, Uruguay) nos ofrecen
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algunos resultados fundamentales, tanto propios como ajenos, que se com-
plementan con lo discutido por los jévenes investigadores Manuel Garcia
Pérez y Tamires Dal Magro (Universidad Federal de Santa Catarina, Brasil),
en un capitulo que combina los estudios cognitivos con el andlisis del clésico
griego. Mucho de lo tratado en estos capitulos tiene que ver con una linea de
trabajo conocida como «filosoffa de las pricticas matemdticas», pero el lector
no necesita disponer de ningtin conocimiento previo al respecto.

Quiz4 vale la pena enfatizar que los diagramas son herramientas cognitivas
muy especiales. A veces los matemdticos se refieren a ellos como figuras, pero
un diagrama no es una figura cualquiera. Pensemos en la diferencia entre los
diagramas y una simple grafica: las gréficas resumen y organizan una buena
cantidad de informacién, pero de forma estdtica; en cambio, los diagramas
son fundamentalmente dindmicos, manipulables, desarrollables. Euclides tra-
za un tridngulo, digamos, para a continuacién manipular la figura y dibujar
nuevas lineas, circulos, etc. buscando un andlisis de la situacién y de las inte-
rrelaciones entre esos simbolos.* Los Elementos de Euclides plantean toda una
disciplina de trabajo con diagramas, cuidadosamente reglada o regimentada
por los postulados. Los famosos cinco postulados o axiomas pueden pensarse
como reglas para la manipulacién y el desarrollo de los diagramas, cuyo con-
curso es imprescindible en la prictica de la demostracién euclidiana. Convie-
ne tener en mente la distincién entre figuras y diagramas al seguir las explica-
ciones de Lassalle Casanave y Seoane, o las de Dal Magro y Garcia Pérez.

Por cierto, a los matemdticos de formacién puede parecerles que Eucli-
des es un autor totalmente superado, y su forma de demostrar, un f6sil
histérico. Sin embargo, la experiencia de leer a Euclides resulta extraordi-
naria, con esa mezcla de lo estético (el elemento visual) y lo racional, y es-
tamos seguros de que enriquecerd el conocimiento matemdtico de los lec-
tores, cualquiera que sea su formacién. El valor pedagégico y heuristico de
estas obras cldsicas, situadas en la misma génesis del conocimiento geomé-
trico, es incalculable. El estudio en paralelo del capitulo sobre Hilbert (de
Giovannini) y del texto de Lambert (traducido en el capitulo 10) propor-
ciona un recurso magnifico para profundizar en estos temas.

En la parte segunda se presta atencidn a aspectos a veces desatendidos,
como la interconexién extraordinaria entre geometria y astronomia (en

4 Por ejemplo, en la proposicién 5 del libro I, muestra como, si un tridngulo es isésce-
les, entonces los dngulos de la base serdn iguales entre si; establece una relacion nueva,
gracias a esas practicas diagramdticas. Para lograrlo, se ve en la necesidad de introducir
nuevos puntos y tridngulos, estudiando asi una configuracién mds compleja que la que es,
explicitamente, su objetivo.
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todas las culturas, pero muy especialmente desde las aportaciones de Eu-
doxo y otros) y la relacién entre geometria y mecdnica, o sea, el estudio de
los cuerpos en movimiento. Dos autores muy conocidos, Ana Rioja (Uni-
versidad Complutense de Madrid) y Javier Ordénez (Universidad Auténo-
ma de Madrid), nos ilustran acerca de la «alianza incompleta» entre geome-
tria y astronomia en el mundo griego, mientras que el fisico y filésofo
Mario Bacelar Valente (Universidad Pablo de Olavide) escribe un capitulo
de gran interés acerca de la geometria del movimiento, tema que nos con-
duce hasta los trabajos de Galileo y Newton.

Es curioso. La tradicién occidental, de Platén en adelante, puso gran
empeno en resaltar el cardcter estdtico, atemporal —y casi divino— de la
geometria y sus ideas. Y, sin embargo, los capitulos que mencionamos po-
nen de manifiesto que siempre ha habido estudios geométricos que tratan
de lo temporal, lo mecdnico, el movimiento, lo corporal. Sin ellos, seria
inconcebible la revolucién astronémica y fisica que marcé el siglo xvir.
Llama la atencién cémo el original Newton afirmaba que, lejos de que la
mecdnica dependa de la geometria, en su opinién, el orden de fondo es
mids bien el contrario: la geometria depende de la mecdnica.” Con esto,
manifestaba de nuevo la oposicién casi frontal de su manera de pensar
frente al platonismo y el neoplatonismo.

Pero, ademds, todo lo discutido en la segunda parte y en la tercera («Re-
flexiones filos6ficas») no hace més que resaltar que el pensamiento geométri-
co estd siempre en marcha: es un devenir, y si queremos capturarlo en una
definicién cerrada, solamente podremos hacerlo forzando la situacién. Es
decir, olvidando intencionadamente los factores de cambio, los movimientos
internos y externos que estdn, ahora mismo, conspirando para transformar la
manera de mirar matemdticamente el mundo y los problemas. Se puede
tratar de sintetizar lo que fue la geometria en el siglo xvi1, o lo que era esta
disciplina a finales del x1x, pero los textos resultantes del andlisis serdn como
fotografias instantdneas tomadas de un objeto en movimiento.

PROBLEMAS FILOSOFICOS DEL ESPACIO Y LA GEOMETRIA

Aunque el estudio de la geometria es muy antiguo, esa disciplina se centra-
ba en investigar las figuras planas o tridimensionales, y en estudiar sus re-

> La idea aparece en el mismo Prefacio de los célebres Principia Mathematica, su obra
capital: la geometria «<no es nada mds que aquella parte de la Mecdnica universal que pro-
pone y demuestra con precisién el arte de la medicién».
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laciones y sus dimensiones (longitudes, dreas, volimenes). El mayor mate-
mdtico griego, Arquimedes, se sintié sumamente satisfecho de lograr
determinar la relacién que hay entre un cilindro y la esfera inscrita en él.
Mis recientemente, sin embargo, se suele decir que la geometria estudia
diversos tipos de espacios; pero la idea del espacio como tal es relativamen-
te reciente, se remonta apenas a los inicios de la Modernidad.

Y en el siglo x1x, se pasé del espacio a los espacios. Esta idea de que no es /2
geometria, sino muchas geometrias, y no el espacio, sino mltiples tipos de
espacios, es una conquista de la matemdtica moderna, pero sefiala también un
cambio filoséfico fundamental. Pensemos en Kant, estudiado en el capitulo de
Lassalle Casanave, y en Hilbert, cuya obra es analizada con detalle por Eduardo
Giovannini (CONICET, Argentina). El fil6sofo Kant estaba convencido de
que hay una coincidencia perfecta entre el espacio visual (perceptivo), el espa-
cio de la fisica (de Newton) y el espacio geométrico de Euclides. Cosa extraor-
dinaria: la Ginica estructura espacial concebible racionalmente coincide exacta-
mente, segun ¢él, con la estructura del espacio fisico.® Esta idea de la armonia
preestablecida entre lo racional y lo real se rompié durante el siglo x1x, debido
especialmente a la revolucién no euclidiana. Pero, atn asi, la tesis kantiana de
la intuitividad de la geometria fue enormemente influyente: establecer una
verdad geométrica exigiria siempre construir un concepto en lo concreto y sin-
gular de la intuicion del mundo externo (es decir, la forma del espacio).

En la presentacién de Hilbert, la geometria tiene unos origenes intuiti-
vos, cierto, pero el tratamiento axiomdtico crea una situacion radicalmente
nueva. El enfoque de Hilbert no es hibrido (como el de Euclides),” sino
puramente légicolingiiistico, basado en la formalizacién y la abstraccidn;
por ello deja totalmente atrds lo intuitivo. Es posible estudiar diversos tipos
de geometrias (euclidiana o no; proyectiva o métrica; arquimediana o
no-arquimediana) y cada una de ellas delinea un concepto abstracto de es-
pacio. Un autor que, sin saberlo del todo, preparé esta transformacién fue
el matemdtico y fil6sofo J.H. Lambert: en el capitulo preparado por Eduar-
do Dorrego y por Ferreirds, se encontrard un texto —original y traducido
aqui al castellano por vez primera— con una discusién luminosa y profun-
da de los métodos de Euclides, pero también una descripcién de cémo

¢ La doctrina de Kant dard una explicacién plausible de ello (primando lo perceptivo
sobre lo fisico), pero no nos interesa aqui detallar esta cuestion ni considerar sus vericuetos.
Véase el capitulo correspondiente.

7 Nos referimos aqui al cardcter hibrido que tienen las demostraciones euclidianas, al
depender no solo de las proposiciones que se hacen en el texto, sino también de los diagra-
mas.
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Lambert investigé —a su pesar— la geometria hiperbdlica® y dio pistas
que orientaron a sus continuadores.

Con la visién de Lambert —y sobre todo con los que cabe considerar
sus sucesores: Gauss, Bolyai, Lobachevskii— contrasta el enfoque de un
joven Bolzano, discutido por dos excelentes investigadores, Elias Fuentes
Guillén (Academia de Ciencias de Praga) y Davide Crippa (Universidad
Ca’ Foscari, Italia): en 1804, Bolzano trataba de reformar a fondo la pre-
sentacién de la geometria, guiado todavia por el ideal de un sistema geomé-
trico Gnico. Para este sistema habia que encontrar el verdadero y #nico or-
den de sus razones: enfoque que contrasta enormemente con la gran
libertad de pensamiento axiomadtico planteada por Hilbert.

Por el camino que, segtin hemos dicho, describié Hilbert fue, precisamente,
cémo se fue olvidando la pregunta por la epistemologia de la geometria. Los
matemdticos afirmaban que, desde su punto de vista, no hay diferencias entre
los distintos tipos de geometria (o espacios); los fisicos pueden elegir a voluntad
la estructura del espacio-tiempo que resulte mds adecuada y conveniente para
desarrollar sus teorias.” Pero estas respuestas, hoy muy conocidas, no resuelven
todos los interrogantes que plantea el conocimiento geométrico. Por supuesto,
el lector encontrard un capitulo dedicado a las reflexiones en torno a las relacio-
nes de la geometria con la experiencia, firmado por Marfa de Paz, en el cual se
presentan las ideas de tres figuras sefieras: Riemann, el gran innovador; Poinca-
ré, el original filésofo de la geometria; y Einstein, el gran fisico.

Reencontramos aqui, justamente, la cuestién de la multidisciplinariedad del
tema: hoy se necesitaria, como minimo, una perfecta integracion entre mate-
mitica, fisica, historia de las ciencias, filosoffa, légica y ciencias cognitivas para
dar respuesta a todos los interrogantes epistemoldgicos. De ahi la orientacién
de nuestra obra, que, dentro de sus limites, pretende reabrir esa cuestion.

ALGUNAS TESIS CARACTERISTICAS

Lo que Kant llamé intuicién del espacio no es un simple dato de la activi-
dad consciente o mental, sino que se forma en conexién con acciones, en

8 Se llama hiperbélica a la geometria no-euclidiana estudiada por Lobachevskii y
Bolyai, basada en una alternativa al axioma de las paralelas, como se verd en capitulos de
la tercera parte.

7 Se trata del espacio-tiempo como variedad riemanniana, en el caso de la Relatividad
General. Sobre este tema se ha escrito y se escribe muchisimo, pero tampoco aqui —ni
mucho menos— se suelen discutir todos los aspectos relevantes del «problema del espacio».
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la interaccién con el medio fisico-natural. Como resaltaron Helmholtz,
Piaget y otros, es fruto de nuestra constitucién fisiolégica, pero también de
la experiencia con objetos fisicos. Ademds, en dichas acciones pueden llegar
a intervenir representaciones externas; para explicar a qué nos referimos, sin
grandes complicaciones, pensemos en un simple mapa que nos ayuda a
encontrar el camino, o en un diagrama que plantea ciertas relaciones entre
lineas y dngulos.

Considerando la complejidad de estos procesos, varios de los autores de
esta obra llegamos a la conclusién de que se deben diferenciar al menos zres
niveles de elaboracion cognitiva: un primer nivel serfa el de las invariancias
perceptivas, el de las capacidades cognitivas mds bdsicas que nos permiten
reconocer objetos o navegar el medio ambiente; el segundo nivel, ya pro-
piamente humano, es el de lo que Giardino llama «diagramacién»: el uso
de simbolos escritos, o atin de simples gestos, como medios de representa-
cién que potencian nuestra capacidad de pensar.'* Por fin, el tercer nivel
serfa el propiamente geométrico, en el que se elabora un estudio tedrico de
las figuras, sus proporciones y sus relaciones. A partir de ahi, entrarfamos
en la historia de la geometria, en sentido propio: lo estudiado en las partes
segunda y tercera de este libro.

En relacién con el segundo nivel de elaboracién, se constituye lo que
Ferreirés y Garcia Pérez llaman la «protogeometria»: pretendemos hablar
de conocimientos rudimentarios, que atin no son propiamente geométri-
cos, pero que ya emplean representaciones externas para considerar las for-
mas espaciales, y algunas de sus propiedades. Es a este nivel que surgen
categorfas mentales (y palabras) para especificar algunas formas simples: lo
circular, lo cuadrado, lo rectangular.'' Se van conformando algunos con-
ceptos geométricos bdsicos, mejor o peor definidos, y se van planteando
cuestiones elementales. Un ejemplo simple, pero que curiosamente se en-
cuentra una y otra vez en distintas culturas, es la pregunta de cémo se rela-
cionan un circulo y el cuadrado que podemos circunscribir en torno a él

(Figura 1).

10" El lector notard que, cuando hablamos de lo cognitivo, no nos limitamos a procesos
(digamos) internos al cerebro, sino que consideramos el modo en que acciones, herramien-
tas y disefios potencian nuestra vida mental.

""" Aunque hay que tener cuidado: no tienen por qué surgir todos los conceptos que
hoy nos resultan tan familiares. La idea de dngulo, por ejemplo, ni siquiera fue resaltada en
la geometria china antigua. El gox gu chino no es un tridngulo (aunque a propésito de él
se discute lo que solemos llamar el «teorema de Pitdgoras»), sino una figura formada por
dos segmentos, uno horizontal y otro vertical (como un gnomon rectangular o una escua-
dra, puesta sobre la horizontal).
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Figura 1. En el Zhou bi suan jing, tratado clésico chino de la astronomia, se plan-
tea la cuestidn de circular el cuadrado y cuadrar el circulo. El texto afirma que «el
cuadrado y el circulo son de aplicacién universal en todas las actividades de la

mirfada de cosas», esto es, del universo.'*

Hablamos de protogeometria precisamente para resaltar que no se trata
atin de conocimiento geométrico en el sentido propio. Sin embargo, ya hay
aqui todo un impacto de la cultura material sobre nuestra cognicién, una
coevolucién de las capacidades biolégicas humanas y las culturales; y tiene
lugar un proceso de acumulacién cultural de herramientas, representacio-
nes y précticas asociadas a las mismas que acabard permitiendo el surgi-
miento de la geometria.'? Con todo, se estd muy lejos de la orientacién
tedrica (no practica) y de las idealizaciones (como la nocién de punto) que
caracterizan a Euclides. Nuestra intuicion de las figuras —basada en expe-
riencia y prictica, no kantiana en sentido estricto— parece estar mds cerca
de lo que explora el Zhou bi, que del sutil entramado de conceptos y axio-
mas en los Elementos.

La geometria aparecerd en otro contexto: el de culturas complejas y di-
versificadas, cuando ya se fijen un lenguaje especializado y unos medios de
construccién (herramientas cognitivas a la vez que dtiles culturales, como
el compds o la escuadra) mediante los cuales se logra investigar con preci-

12 Cullen, C. 1996. Astronomy and mathematics in ancient China: the Zhou bi suan jing.
Cambridge University Press, pp. 181-182. La figura se toma del Chinese Text Project, un
recurso de acceso abierto: <https://ctext.org.>

13 El capitulo sobre prehistoria de Garcia Pérez profundiza en estas cuestiones.
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sién las propiedades de las formas geométricas. Los actores de esta transfor-
macién son, por ejemplo, los escribas babilonios; un problema tipo, el de
calcular (aproximadamente) el drea de un terreno mds o menos irregular.

Ahora bien, otra de las tesis caracteristicas de nuestro trabajo es que la
geometria y su desarrollo no pueden entenderse atendiendo solamente a los
aspectos «internos» a la matemdtica (si es que tiene sentido hablar asf). '
Por eso en la parte segunda se presta atencién a aspectos a veces desatendi-
dos, como la interconexién entre geometria y astronomia (en todas las
culturas, pero muy especialmente desde los griegos) y la relacién entre
geometria y mecdnica, esto es, el estudio de los cuerpos en movimiento.
Son elementos que han marcado el desarrollo posterior del pensamiento
acerca de la naturaleza: todos somos herederos suyos en cuanto a la forma
de interrogarnos por las regularidades o leyes que rigen el comportamiento
de los cuerpos.

TEMAS AUSENTES

E. T. Bell decia que la geometria es una cimara del tesoro riquisima —mds
rica que cualquier otra rama de las matemdticas—, llena de cosas interesan-
tes y medio olvidadas, que una generacién con grandes prisas no tiene
tiempo para disfrutar.'> Cabe pensar, incluso, que el cultivo de la geometria
permitirfa a muchos jévenes descubrir lo interesantes que son las matem4-
ticas, cuando se va mds alld de la rutina y el tedio de aplicar f6rmulas y
calcular. Pero asi son las cosas, estamos muy lejos de la dieta matemdtica
que recomendaron Pitdgoras y Platén, y que disfrutaron generaciones y
generaciones hasta aproximadamente 1970.

Ante una disciplina tan inmensa, tan antigua y tan rica, es absoluta-
mente imposible que un volumen le haga justicia. Al elegir temas sobre
los que tratar, hemos sido selectivos y hemos plasmado nuestros intere-
ses de los altimos afios (a veces, décadas). Pero a cualquiera que conozca
el tema, ojeando el indice de contenidos, le saltardn a la vista lagunas
considerables. Una de las mds llamativas es la contribucién de Descartes,
cuya Geometria de 1637 cambid la idea de lo que es «exactitud geomé-

' Lo tiene hoy en dfa, claro, pero resulta anacrénico y desajustado al aplicarlo a etapas
anteriores de la historia. Incluso en el siglo xvi11, los limites de «las matemdticas» inclufan
mucho més de lo que abarcan hoy: mecdnica, balistica, fortificaciones, etc.

5 Citado en H. S. M. Coxeter y S. L. Greitzer, Geometry Revisited (Mathematical
Association of America 1967), p. 1.
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trica» e introdujo nuevos métodos que determinaron el futuro de la
geometria y el andlisis.'® Quizd puede valer en nuestro descargo el hecho
de que estas contribuciones se estudian magistralmente en numerosas
obras de historia de las matemadticas. Tampoco la geometria diferencial
se estudia con detalle, siendo como es un elemento clave para entender
el progreso de Gauss a Riemann y a Einstein (el tema seria demasiado
técnico).

El siglo x1x fue una época de redefinicién de todo el dmbito de las ma-
temadticas, preparando el camino hacia la matemdtica moderna y las estruc-
turas abstractas. Esto, que vale para todas las ramas de la disciplina, se
aplica en particular a la geometria. El siglo x1x fue la época dorada de la
geometria proyectiva, que comenz6 a bucear en estructuras mds profundas
del espacio, anteriores a la métrica. Ya en 1890 habia triunfado el dicho de
A. Cayley segin el cual la geometria proyectiva es el todo de la geometria;
por ejemplo, las geometrias no-euclidianas de curvatura constante habian
encontrado asiento en el campo de la proyectiva. El pensamiento estructu-
ral avanzaba en geometria de la mano de las ideas de Klein y otros: cada
tipo de geometria se corresponde con el estudio de los invariantes bajo un
grupo de transformaciones (es la idea clave del llamado programa de Erlan-
gen)."” Pero tampoco estos grandes avances se estudian en detalle, aunque
sean mencionados aqui o alld.

En todo caso, poco duré el imperio de la geometria proyectiva, que hoy
apenas se estudia en las facultades de Matemdticas. Justamente entonces,
en la década de 1890, Poincaré daba un impulso fundamental a la topolo-
gia (avistada ya en los trabajos de Riemann), y justamente en 1900 las
nuevas ideas de la axiomidtica revolucionarian el terreno de la geometria e
impulsarian el pensamiento estructural més alld de los grupos de transfor-
maciones. Al menos aqui, respecto a este punto, los lectores encontrardn
un iluminador capitulo de Giovannini.

¢ Un importante estudio es el de H. Bos, Redefining geometrical exactness (Springer
Verlag 2000).

17" Citaremos aqui solo dos obras que tratan de estos temas: Gray, J. J. 2007. Worlds out
of Nothing. Springer Verlag; y G. Schiemer y E. Reck (eds.). 2020. The Prebistory of Ma-
thematical Structuralism. Oxford University Press.

19—



